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  چکیده

 هایشرو و است شده گرفته انجام زمینه اين در بسیاری مطالعات. دارد ایسازه مکانیک در ایويژه جايگاه الاستیک بستر روی بر تیر تئوری

 دينامیکی ایهسیستم حرکت بر حاکم معادلات ديگر، سوی از. آمدند دست به الاستیک بستر روی بر تیرها تحلیل و تجزيه برای ارزشمندی عملی

 هاآن طبق که هستند هایروش ماتريسی هایروش. است دشوار هاآن رياضی حل که هستند جزئی مشتثات با ديفرانسیل معادلات معمولاً

 ماتريس شکل هب بیان قابل شدهشناخته اينرسی و الاستیک خواص با گسسته ساختاری عناصر از متشکل معادل مدل يک با واقعی پیوسته ساختار

 بستر گرفتن ردرنظ با پارامتری دو الاستیک بستر روی بر تیموشنکو ستون تیر دينامیکی سختی ماتريس ابتدا مقاله اين در .شودمی جايگزين

 به حوریم نیروی و طبیعی ارتعاش فرکانس از تابعی صورت به ماتريس اين عناصر سپس. است شده استخراج ایسازه میرايی و( فنر کمک) میرا

 ردنک برقرار و نظر مورد تیر جرم و هندسی سختی سختی، هایماتريس آوردن دست به بسط اين ینتیجه. اندشده داده بسط توانی هایسری

 .باشدمی دينامیکی سختی ماتريس و هاماتريس اين بین رياضی یرابطه يک
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ABSTRACT 

The theory of beams on elastic foundation occupies a prominent place in contemporary structural 

mechanics. The governing equations of motion of dynamic systems are generally partial differential 

equations that are difficult to solve in mathematical terms. This work is facilitated through the use of matrix 

methods and modern computational techniques. The matrix methods are based on the concept of replacing 

the actual continuous structure by an equivalent model made up of discrete structural elements having 

known elastic and inertial properties expressible in matrix form. The purpose of the present paper is to 

expand the dynamic stiffness matrix of a Timoshenko beam-column on two-parameter elastic foundation. 

So, first, a brief review of the literature related to soil-structure interaction is presented. Then, the method 

of dynamic analysis of the structures with distributed mass and elasticity is discussed. In the discussion, the 

procedure of derivation of dynamic matrices using exact differential equation of vibration is studied. 

Afterward, the Timoshenko beam theory which takes into account the effect the rotary inertia of mass and 

shear distortion can be modeled is presented. Furthermore, foundation model including two-parameter 

models of elastic foundation are studied, and the governing differential equation of vibration of each 

presented model is derived. Then, the differential equation of the model is solved in order to derive the 

dynamic stiffness matric of a Timoshenko beam-column on two-parameter elastic foundation. Then, 

expansion of the obtained dynamic matrix is carried out using power series. We use program Mathematica 

for this purpose. The result of this expansion is a two-variable power series of some useful matrices in 

terms of vibration frequency and axial force which its coefficients are the relevant first, second and higher 

order stiffness, geometrical and mass matrices. 

 

Keywords:  

Timoshenko beam, Two-parameter elastic foundation, Dynamic stiffness matrix, Expansion of the dynamic 

stiffness and stiffness matrix. 
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 مقدمه -1

خاک و  زمینه اندرکنشای از تحقیقات در تحلیل دينامیکی تیرهای تیموشنکو بر روی بستر الاستیک موضوع تعداد قابل ملاحظه

های سازه بوده است. تعداد زيادی از تحقیقات اخیر در رابطه با مسئله ارتعاش تیرهای عمومی شامل تعیین مودهای ارتعاش و فرکانس

به طور کلی برای حل مسئله دينامیکی ارتعاش تیر دو موضوع بايد مشخص شود. موضوع اول انتخاب  .]6-1[ طبیعی بوده است

مورد نظر است. معادله حرکت حاکم بر ارتعاش يک تیر در تئوری تیر اويلر برنولی با فرض ناديده گرفتن اينرسی دورانی  تئوری تیر

طور که در ادبیات فنی ذکر شده است، اين تئوری برای غلبه بر اين های برشی به دست آمده است. همچنین همانجرم و تغییرشکل

های برشی را وارد مسئله اثر تغییرشکل 2اثر اينرسی دورانی جرم در ارتعاش تیر را درنظر گرفت و تیموشنکو 1ها، رايلیمحدوديت

کرد. اين تئوری تصحیح شده که هم برای مودهای پايین و هم برای مودهای بالا قابل به کارگیری است، تئوری تیر تیموشنکو نامیده 

های عددی غالباً با تبديل سازه باشد. در روشه قرار گیرد، انتخاب يک روش تحلیل می. مسئله دومی که بايد مورد توج]7[ شودمی

ه دست شود. روش متداول بباشد به يک سازه گسسته تقريباً معادل، تحلیل انجام میالاستیسیته گسترده می پیوسته که دارای جرم و

ش باشد. اما اين توابع تغییرمکان که در روع شکل استاتیکی میهای سختی، سختی هندسی و جرم نیز استفاده از توابآوردن ماتريس

شوند، طبیعتاً استاتیکی هستند و برای تعريف رفتار دينامیکی ارتعاش تیر به خصوص در مودهای بالا اجزاء محدود به کار گرفته می

ن ضرايب سختی دينامیکی را مورد استفاده توان معادلات دقیق برای به دست آوردها، میقابل اطمینان نیستند. در مقابل اين روش

های دو مثلثاتی ارتباط دهنده نیروها و تغییرمکان -قرار داد. روش دقیق براساس معادله ديفرانسیل مربوطه منجر به معادلات جبری 

ه عمده بايد ذکر شود ها، مسئله به صورت دقیق حل خواهد شد. حال با توجه به اين دو مسئلشود که با حل آنانتهای المان تیر می

که در مقالات منتشر شده پیشین، تحقیقات بسیاری در مورد بکارگیری تئوری تیر تیموشنکو در مسائل مهندسی انجام شده است. 

در مطالعه خود اثرات  3ويداد و همکاران روش تیر روی بستر دوپارامتی در چند دهه اخیر مورد مطالعه زيادی قرار گرفته است.

برنولی روی بستر دوپارمتری بررسی کردند. اين محققین ناهمگن بودن خاک را با  -دن خاک را در ارتعاش آزاد تیر اويلرغیرهمگن بو

مدل اجزای محدود تیر روی بستر دوپارامتری با  2بودا و همکاران .]8[ تعريف متغیر بودن بستر دوپارامتی در زير تیر درنظر گرفتند

يک فرمولاسیون جديد برای پی  5. ملاپودی]9[ در اين مطالعه خاک و تیر خطی و همگن فرض شدندای را بررسی کردند. خاک لايه

 7. اثرات ناهمگنی و بستر دوپارامتری در پاسخ تیرهای دو سر مفصل در مطالعه آکوار]10[ را ارائه کرده است 6سطحی در مدل وينکلر

برنولی روی بستر وينکلر با سختی غیرهمگن خطی را به صورت  -ويلر پاسخ خمشی يک تیر ا 8. فرويو و ريزی]11[ بررسی شده است

با استفاده از مدل ولاسوف و پسترناک، مدل اجزای محدود برای تیر  9. ملاپودی و ايوب]12[ استاتیکی و حل تئوری بررسی کردند

د تیر اويلر برنولی و تیر تیموشنکو روی بستر دو در مطالعه خود پايداری و ارتعاش آزا 10. اُبارا]13[ روی بستر دوپارامتری ارائه دادند

از توابع شکل درجه  11. چن و همکاران]12[ گاهی کلی را به صورت حل تئوری بررسی کرده استپارامتری الاستیک با شرايط تکیه

                                                           
1 Rayleigh 
2 Timoshenko 
3 Widad et al. 
4 Boudaa et al. 
5 Mullapudi 
6 Winkler 
7 Acvar 
8 Froio and Rizzi 
9 Mullapudi and Ayoub 
10 Obara 
11 Chen et al. 
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بررسی ارتعاش آزاد تیر در مطالعه خود به  12. آيواز]15[ سازی تیر روی بستر الاستیک تک پارامتری استفاده کردندپنجم برای مدل

. ]16[روی بستر الاستیک با استفاده از مدل ولاسوف پرداخته است و اثرات عمق خاک را در مقادير فرکانس سیستم بررسی کرده است

ای جديد برای مدول وينکلر بستر خاک که وابسته به مدول الاستیسیته و نسبت پواسن خاک است، به دست در يک مطالعه، رابطه

سازی ست. اين رابطه براساس يکسان بودن مقادير حداکثر خیز تیر و لنگر خمشی که با استفاده از تئوری محیط پیوسته و مدلآمده ا

ارتعاش آزادی غیرخطی تیر روی بستر وينکلر را با درنظر گرفتن حرکت  13. ما و همکاران]17[ مدل جرم متمرکز به دست آمده است

باشد. چنین بايد يادآور شد که ماتريس سختی تیر تیموشنکو در برخی مسائل بسیار مفید می. هم]18[ جرم خاک به دست آوردند

کنیم. از سوی ديگر در مورد روش تحلیل بايد متذکر شد که ماتريس به همین دلیل ما در اين مقاله از اين تئوری تیر استفاده می

استفاده از معادله ديفرانسیل دقیق حاکم بر ارتعاش تیر مذکور  با 12سختی دينامیکی تیر تیموشنکو بر روی بستر وينکلر توسط چن

. در مقاله حاضر سعی شده با تعمیم دادن روش چن از فرمولاسیون دقیق برای بستر دو پارامتری ]20-19[ به دست آمده است

م روشی جديد ابداع کرده های سختی، سختی هندسی و جربرای به دست آوردن ماتريس 15استفاده شود. علاوه بر مطالب فوق، پاز

ت شود که جملاهای توانی نشان داده میهای ماتريس سختی دينامیکی با استفاده از سریاست. در اين روش پس از بسط دادن المان

 بسطهای درجات دوم و بالاتر را نیز با ادامه دادن ای مورد نظر هستند. ماتريسهای سازهمرتبه اول حاصل از اين بسط همان ماتريس

. در مقاله حاضر ابتدا ماتريس سختی تیر ستون تیموشنکو بر روی بستر الاستیک دو پارامتری ]23-21[ توان به دست آيدسری می

 شود. بدين ترتیبهای توانی بسط داده میشود. سپس براساس روش پاز اين ماتريس عمومی با استفاده از سریبه دست آورده می

آيد. در ضمن يک رابطه رياضی سی و جرم مسئله موردنظر بدون استفاده از تابع شکل به دست میهای سختی، سختی هندماتريس

 ود. شای حاصل از روش اجزاء محدود برقرار میهای سازهبین ماتريس سختی دينامیکی حاصل از معادله ديفرانسیل دقیق و ماتريس

 

 ماتریس سختی عمومی -2

 P-Δاثر -2-1
تغییرشکل اين المان را به صورت گام  1گیريم. شکل های خمشی و برشی را درنظر میابتدا يک المان از تیر ستون تحت تغییرشکل

 های برشی برابر خواهد بود با:نیروی محوری در حضور تغییرشکل P-Δشود، اثر طور که مشاهده میدهد. همانبه گام نشان می

 

(1) 
dy

dM N dx Ndy
dx

   

(2) ( )
dy

dy dx dx
dx

     

 

 های خمشی و برشی هستند.به ترتیب دوران β و αکه در آن 

 

 

                                                           
12 Ayvaz 
13 Ma et al. 
14 Chen 
15 Paz 
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a) Before deformation 

 
b) Only bending rotation 

 
c) Only shear distortion 

 
d) Bending rotation and shear distortion 

 .ستون –های یک المان تیر : تغییرشکل1شکل 

 

 معادله حرکت-2-2
يک المان ديفرانسیلی از  اين تیر ستون تحت  2يک تیر ستون تیموشنکو بر روی بستر الاستیک دو پارامتری را درنظر بگیريد. شکل 

 دهد. با نوشتن معادله تعادل لايه برسی بخواهیم داشت:نیروها و لنگرهای وارده را نشان می
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 : نیروهای وارد بر یک المان.2شکل 

 

اندرکنش نامعلوم بین تیر و بستر و qکه در آن 
s

kباشند. با استفاده از تئوری مقدماتی تیرها داريم:سختی فنرهای وينکلر می 

 

(2) 
1 1 1 1 1
( , )V x t k AG    

 

1که در آن  1
k A 1و

G 1باشند. همچنین سطح مؤثر برشی و مدول برشی لايه برشی می 1
k AG  به عنوانg

k  که پارامتر دوم بستر

1ی سینماتیکی بین تغییرشکل برشی شود. رابطهباشد تعريف میمی
  و خیزy ه صورت زير است:ب 

 

(5) 
1

dy

dx
   

 

 آيد:رابطه زير به دست می 3در معادله  5و  2با جايگزينی معادلات 

 

(6) 
2

2s g d

y
q k y k c y

x


  


 

 

 ، معادلات تعادل تیر ستون به صورت زير خواهد بود: 1از سوی ديگر با توجه به معادله 

 

(7) 
2

2
( , ) ( , )

V y
p x t m q x t

x t

 
  

 
 

(8) 
2

2

M y
V J N

x t x

  
  

  
 

 

نشان دهنده نیروی  Jو  P، q ،mبیانگر خیز تیر، ممان خمشی، نیروی برشی و نیروی ثابت محوری،  Nو  y ،M ،Vها که در آن

و ممان  Vباشند. براساس تئوری تیر، نیروی برشی خارجی، واکنش بستر دو پارامتری، جرم و اينرسی دورانی جرم واحد طول تیر می

 توان به صورت زير بر حسب توابع تغییرشکل نوشت:را می Mخمشی 
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(9) ( , )V x t k AG   

(10) ( , )M x t EI
x





 

 

ممان دوم سطح مقطع تیر و ساير پارامترها مشابه قبل  Iهای يانگ و برشی مصالح تیر، مدول Gو Eلنگر خمشی،  که در آن

 توان به صورت زير تعريف نمود:را می Gو Eهای هستند. مدول

 

(11)  E E I i   

(12)  G G I i   

 

 ای هستند. ضرايب ناشی از استهلاک سازهوهای يانگ و برشی واقعی مصالح ومدول GوEفرکانس ارتعاش،در آنکه 

 باشد. اين رابطه به صورت معادله است:نیاز می مورد و y،ی سینماتیکی بین بار ديگر رابطه

 

(13) y

x
 


 


 

 

 تواند به صورت زير بازنويسی شوند:می 8و  7معادلات  13و  10، 9، 6با استفاده از معادلات 
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معادلات قبل نماينگر معادلات درگیر حرکت برای ارتعاش عرضی تیر ستون تیموشنکو بر روی بستر الاستیک دو پارامتری با لحاظ 

 خواهیم داشت: 15در معادله  12از معادله  باشد. با جايگذاریای میکردن اثرات بستر میرا و میرايی سازه
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 حل معادله دیفرانسیل-2-3
هدف اين مقاله بسط دادن ماتريس سختی دينامیکی تیر ستون تیمونشکو بر روی بستر الاستیک دوپارامتری و به دست آوردن 

نظر رفای صباشد. به همین دلیل از اثرات بستر میرا )کمک فنر( و میرايی سازههای سختی، سختی هندسی و جرم مربوط میماتريس

، لازم است 15و  12برای حل معادلات ديفرانسیل درگیر ر بسیار پیچیده و سخت خواهد بود. شود. در غیر اين صورت بسط مذکومی
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توان به صورت زير درنظر را می و دوران yکه روش جداسازی متغیرها به کار گرفته شود. برای ارتعاش هارمونیک دائمی جابجايی 

 گرفت. 

(17) ( , ) ( )
i t

y x t x e


  

(18) ( , ) ( )
i t

x t x e


   

 

به  15و  12معادلات حرکت  18و  17اشکال مودی هستند. با استفاده از معادلات  و بیانگر فرکانس ارتعاش و که در آن 

 شوند:صورت زير بازنويسی می

 

(19) 0
IV

a b      

(20) 0
IV

a b      

 

 که

(21) a cd f hd    

(22) b cdf  

 

 (الف-23)
2

s
m k

c
k AG

 



 

 ب(-23)
g

k AG
d

k k AG





 

 ج(-23)
2

J k AG
f

EI

 
  

k د(-23) AG N
h

EI

 
  

 

)برای  22ها به صورت معادلات های آنمعادلات ديفرانسیل خطی مرتبه چهارم يکسانی هستند که جواب 20و  19معادلات  )x و

)برای 25 )x:هستند  

 

(22) 
4

1

( ) i
p x

i

i

x C e


  

(25) 
4

1

( ) i
p x

i

i

x D e


  

 

مقادير را  20و  19در معادلات  25و  22باشند. جايگزينی معادلات ها ضرايب مختلط و  ها شماره موج مختلط می iDها و  iC که 

 دهد.به دست می
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(26) 
1 2

21
4          1 2 3 4

2
, , ,

i
p a a b i

          
 

 

 کند.ها را بیان می iDها و  iC رابطه بین  18در معادلات  25و  22همچنین جايگزينی معادلات 

(27) 
i i i

D g C  

(28) i

i

i

p c
g

d p
   

 تر شدن فرمولاسیون، لازم است به اين نکته توجه شود که:شوند. برای آسانچهار مجهول با استفاده از شرايط مرزی تیر تعیین می

(29) 
4 3

g g      2 1
g g    

4 3
p p     

2 1
p p   

 

 توان رابطه زير را به دست آورد.به آسانی می 28و  26و  22و  21همچنین با استفاده از معادلات 

(30) 
2 2

1 3 1 3 2

b acd c d k AG
p p g g c

d EI

 
    

 

 ماتریس سختی دینامیکی-2-4
به صورت زير   iCتواند بر حسب ضرايب نشان داده شده است، می 3های گرهی دو انتهای تیر همانطور که در شکل دامنه تعییرمکان

 بیان شود.

(31) 
1 1 3 3

1 1 3 3

1

1 1 3 3 2

3

1 1 3 3 4

1 1 1 10

0

( )

( )

( )

( )

l l l l

l l l l

p p p p

p p p p

C

g g g g C

e e e e CL

g e g e g e g e CL









 

 

 


 

    
    

       
    
         

 

(32)     P C   

 

 

 
 ستون.-: درجات آزادی المان تیر3شکل 

 

 های گرهی به صورت زير نوشته شود.تواند برحسب تغییرمکانمی 10و  9تیر نیز با استفاده از معادلات نیروهای گرهی دو انتهای 
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(33)  

 

 

0 0 0

0 0

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

V k AG

M EI
F

V l k AG l l

M l EI l

 



 



 

 
 

   



   
   
   
   
   
      

 

 آيد.به دست می 33رابطه  32در معادله  25و  22با جايگذاری معادلات 

(32)     F L C  

 

 آيد:، ماتريس سختی دينامیکی تیر به صورت زير به دست می33و  31 در نهايت با استفاده از معادلات

(35)     F K   

(36)     
1

K L P


  

 

ضرايب سختی مستقیماً حاصل خواهند شد. در ابتدا ماتريس سختی حاصل به  25های سمت راست معادله با انجام عملیات ماتريس

 توان با استفاده از اتحاد زير متقارن کرد.. ولی اين ماتريس را میدآيمینطر نامتقارن 

 

(37) 
2 2

1 3 3 1 1 3 1 3

1 3 1 1 3 3
                              

( ) ( )

( )

k AG p g p g EIg g p p

EIg g p g p g

   

 
 

 

ماتريس سختی دينامیکی تیر ستون تیموشنکو بر روی بستر الاستیک ثابت کرد.  29و  28توان با استفاده از معادلات رابطه فوق را می

 آيد به صورت زير خواهد بود.دست میبه  35دوپارامتری که از رابطه 

 

(38)  

11 12 13 14

21 22 23 34

31 32 33 34

41 42 43 44

N N N N

N N N NEI
S

N N N ND

N N N N



 
 
 
 
 
 

 

(39) 

 

 

1 3 1 3

1 3 1 3

2

1 3

2

1 3 1 3
    8

( ) ( )

( ) ( )

p p l p p l

p p l p p l

D g g e e

g g e e g g

  

  

  

   

  

  

 

 1 3 1 3 1 3 1 3

11 33 1 3 1 1 3 3

1 3 1 3

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )
p p l p p l p p l p p l

N N g g p g p g

g g e e g g e e
     

   

          

 

1 3 1 3

1 3 1 3

12 21 34 43

1 1 3 3 1 3 1 3

1 3

1 3 1 3

4
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( )

( )( )

p p l p p l

p p l p p l

N N N N

p g p g p p g g e e
g g

p p g g e e

  

  

     

       

   

      
 

    

 

 1 3 1 3 1 3 1 3

22 44 1 1 3 3

1 3 1 3

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )
p p l p p l p p l p p l

N N p g p g

g g e e g g e e
     

   

          
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   3 31 1

13 31 1 3 1 1 3 3 1 3
2 ( )

p l p lp l p l
N N g g p g p g g e e g e e


          

   3 31 1

23 32 14 41

1 3 1 1 3 3
2 ( )

p l p lp l p l

N N N N

g g p g p g e e e e


     

      

 

   3 31 1

24 42 1 1 3 3 3 1
2( )

p l p lp l p l
N N p g p g g e e g e e


         

 

 های معادله دیفرانسیلبحث در خصوص جواب -3

ستون تیموشنکو بر روی بستر دو پارامتری منجر به دو معادله  -طور که گفته شد حل معادله ديفرانسیل تیر در اين بخش، همان

 شود:ديفرانسیل خطی درجه چهار می

0 (تکراری-19)
IV

b b      

0 تکراری(-20)
IV

a b      

 

به دست  26ی های مختلف برای حل معادله از رابطهگذارد. بنابرين حالتروی حل اين روابط اثر می bو  aواضح است که علامت 

 کنیم:در ابتدا به عبارت زير توجه میآيد. می

 

(20) 

2 2

2 2

4

2 2

( ) ( )

s

g

a b cd f hd

m kk AG N J k AG
d

EI k k AG EI

 

    

  
 



     
     
      

 

2تر صفر است، بنابراين عبارت اين عبارت همواره بزرگ
4a a b   ترتیب سه حالت وجود همواره مقادير حقیقی دارد. بدين

 خواهد داشت:

 -حالت اول

 

(21) 2
4 0a a b    2     و    

4 0a a b     

 

1در اين حالت
p 2و

p  3هر دو حقیقی هستند و
p  4و

p  .اعداد مختلط هستند 

 

(22) 
3 4 2

p p ir   1     و       2 1
p p r       

 

0bدر همديگر،  21های رابطه با ضرب کردن نامساوی  آيد. بنابراين زمانی که به دست میb  منفی باشد، دو جوابi
p حقیقی و

iدو جواب 
p شوند.مختلط می 

 

 -حالت دوم

(23) 2
4 0a a b    2    و  

4 0a a b     
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چهاردر اين حالت هر 
i

p .اعداد حقیقی هستند 

(22)          
3 4 2

p p r       و 
1 2 1

p p r    

 

0a    ،   0در همديگر،  23های رابطه با ضرب کردن نامساوی b  آيد. بنابراين زمانی که به دست میb  مثبت وa  منفی

باشد، چهار جواب 
i

pشوند.حقیقی می 

 

 -حالت سوم

(25) 2
4 0a a b    2   و   

4 0a a b     

iدر اين حالت هر چهار  
p .اعداد مختلط هستند 

(26) 
3 4 2

p p ir         و       
1 2 1

p p ir    

 

0a    ،   0در همديگر،  25های رابطه با ضرب کردن نامساوی b  مطابق با مطالب قبل در تمامی حالات آيد. به دست می

i
pبنابراين عبارتباشد. ها همواره حقیقی میها يا حقیقی با مختلط خالص هستند. بنابراين مربع آن

2

1

i

c

d p
 28ی در رابطه 

iهمواره يک عدد حقیقی است. بدن ترتیب 
g ها از ضربi

pآيند. اگرها در اعداد حقیقی به دست میi
p،حقیقی باشدi

g  هم

iحقیقی خواهد بود و اگر
p،مختلط باشدi

gتوان به صورت زير بیان نمود:هم مختلط خواهد بود. خلاصه مطالب فوق را می 

 

(27) 

1 2 1 3 4 2

1 2 1 3 4 2

1 2 1 3 4 2

1 2 1 3 4 2

1 2 1 3 4 2

1 2 1 3 4 2

0

0 0

0 0

b p p r p p ir

g g s g g is

b a p p r p p ir

g g s g g is

b a p p ir p p ir

g g is g g is

      

     

       

     

       

     

 

 

 بسط سری توانی عناصر ماتریس -4

دقیق تیر ستون تیموشنکو بر روی بستر الاستیک دو پارامتری عناصر اين ماتريس  بعد از به دست آوردن ماتريس سختی دينامیکی

شوند تا ثابت شود که جملات مرتبه اول بسط حاصل، دقیقاً ضرايب سختی، سختی های توانی بسط داده میبا استفاده از سری

در اين بسط  ها داريم.دست آوردن آن های متداول از جمله روش اجزاء محدود سعی در بههندسی و جرمی هستند که در روش

 شوند. اعتبار اين عملیات جبریهای توانی شامل حمع، تفريق، ضرب و تسیم به کار گرفته میرياضی، عملیات جبری بر روی سری

توانند با يکديگر جمع، تفريق و يا های همگرا می. به طور کلی، سری]22[ ثابت شده است 16های حاصل توسط ناپو همگرايی سری

های اولیه همگرا خواهند بود. عملیات های حاصل از اين عملیات نیز حداقل در ناحیه مشترک همگرايی سریضرب شوند و سری

                                                           
16 Knopp 
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لی رايی سری حاصل به آسانی موارد قبتواند به صورت عادی انجام شود. اگرچه مسئله تعیین شعاع همگتقسیم دو سری توانی نیز می

حاصل  توان گفت که سری توانینیست، اين مسئله نیاز به بکارگیری قضايايی از تئوری متغیرهای مختلط دارد. به طور مختصر می

0 ای به مرکز از تقسیم دو سری توانی همگرا حول نقطه مختلط در دايره
Z0نقطه به  ترينو شعاع نزديک

Z  در صفحه مختلط تابعی

به منظور بسط دادن عناصر ماتريس سخی دينامیکی، ابتدا صورت و مخرج  شود، همگراست.که به وسیله سری مخرج مشخص می

و  aدو پارامتر  23و  22، 21اين عناصر بايد به صورت تابعی از فرکانس ارتعاش و نیروی محوری بیان شوند. با استفاده از معادلات 

b توانند به صورت زير بازنويس شوند:می 

 (تکراری-21)

2

2

     

s

g

m kk AG N
a d d

EI k k AG

J k AG

EI





 
  





  
   
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 
 
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 تکراری(-22)
2 2

s

g

m k J k AG
b d

k k AG EI

   




  
  

  
 

 

 توان به صورت زير نوشت:را می 26تر از صفر هستند. بنابراين معادله برای مقادير بزرگ بزرگ bو  aشود، طور که مشاهده میهمان

(28) 
1 1

 p i r  

(29) 
3 3

 p i r  

(50) 
1 2

2

1

1
4         

2
r a a b  

     
 

(51) 
1 2

2

3

1
4              

2
r a a b  

     
 

 توانند به صورت زير بازنويسی شوند.می 28به طور مشابه با توجه به معادله 
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شود که عناصر ماتريس سختی میحال با توجه به روابط فوق، مسیر بسط دادن هموار است. اگر به اين معادلات توجه شود مشاهده 

ن برای مثال المان رديف دوم، ستو توان به صورت تابعی از فرکانس ارتعاش طبیعی و نیروی محوری نوشت.دينامیکی مورد نظر را می

 گیريم.اول از ماتريس مورد نظر را درنظر می
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، 56تا  28و  22، 21با استفاده از معادلات 
21

N  وD توان به توابعی از را میN ،ω  .و درنتیجه آماده برای بسط دادن تبديل کرد

اما انجام عملیات رياضی مربوط به بسط به سری توانی با دست عملاً غیرممکن است. به همین دلیل برای انجام اين عملیات از برنامه 

21شود. بسط المان استفاده می Mathematicaرياضی 
S ای به صورت زير خواهد داشت:یجهماتريس سختی دينامیکی نت 
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21برای مثال فقط يک بخش از سری نشان داده شده با 
K  است:  60به صورت رابطه شماره 
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K  شود:به صورت زير خلاصه می 
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 دانیم که:از طرفی می
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سختی فقط در اثر سختی تیر است. عوامل ديگر به وجود آورنده سختی بستر وينکلر و  بايد اين نکته را متذکر شد که اين بخش از

باشند. بعد از به دست آوردن نتايج با استفاده از رايانه و انجام حجم بسیار زيادی از عملیات ساده سازی نتیجه نهايی لايه برشی می

 به صورت زير خواهد بود.
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]که در اين رابطه  ]K  ،[ ]G  و[ ]Mهای دوم های مرتبهباشند. ماتريسهای سختی، سختی هندسی و جرم میبه ترتیب ماتريس

 اند. ها در ضمیمه نشان داده شدهتوان با ادامه عملیات بسط به دست آورد. اين ماتريسو بالاتر را می

 

 جمع بندی و نتیجه گیری -5

بايد  های برشی نیزاثر نیروی محوری بر خمش تیر، تغییرشکل در اين مقاله ابتدا نشان داده شده است که در صورت درنظر گرفتن

درنظر گرفته شوند. اين موضوع توسط بعضی از محققین پیشین در نظر گرفته نشده است. سپس با استفاده از معادله دقیق حاکم بر 

ن ماتريس دست آمد. بعد از آن، ايارتعاش تیر، ماتريس سختی دينامیکی تیر ستون تیموشکنو بر روی بستر الاستیک دوپارامتری به 

های سختی، سختی هندسی و جرم بدون ی اين بسط به دست آوردن ماتريسهای توانی بسط داده شد. درنتیجهبا استفاده از سری

ز انجام اها ازتوابع تغییرمکان دارای اهمیت زيادی است. به علاوه، نتیجه مهم ديگر استفاده از توابع شکل بود. استقلال اين ماتريس

2شود که عبارات اين تحقیق اين است که با توجه به رابطه رياضی برقرار شده، ملاحظه می
[ ] [ ]K M های که به کرات در تحلیل

گیرد، فقط يک تقريب مرتبه اول از ماتريس سختی دينامیکی تیر است و اين عبارت به خصوص برای دينامیکی مورد استفاده قرار می

 های مرتبه دوم تصحیح شود. تواند با استفاده از ماتريسمودهای بالای ارتعاش می
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 ضمیمه

 تیر سختی از حاصل سختی ماتريس -
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 ماتريس سختی حاصل از سختی بستر وينکلر -
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 ماتريس سختی حاصل از سختی لايه برشی -
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 گسترده هندسی سختی ماتريس  -
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 ماتريس جرم حاصل از جرم تیر -
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 ماتريس جرم حاصل از اينرسی دورانی جرم گسترده تیر -
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